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Nous demontrons la proposition suivante: 
Si K est un corps de rang superieur a 4 SW son centre Z, S un endomorphisme 
de K, et L un sous-corps propre de K invariant par toutes les S-derivations 
internes de K, alors tous les elements de L sont fixes par S. 
11 resulte db lors d’un theoreme d’I.N. Herstein (voir no 4) que 
les corps L satisfaisant aux hypotheses de la proposition sont contenus dans Z. 
1. NOTATIONS ET TERMINOLOGIE 
Dans cette note K est un corps, Z est son centre et S est un endomorphisme 
de K. Si L est un sous-corps de K, nous notons S, la restriction de S a L, 
L, le corps des elements de L fixes par S, et C(L) le centralisateur de L dans K. 
Si x est un Clement choisi dans K, nous notons I, l’automorphisme interne 
y --f x-lyx de K, et D,,, la S-derivation interne y - x . yS - yx de K. 
2. CORPS DE RANG 4 SUR LEUR CENTRE 
Soit K de rang 4 sur Z, L un sous-champ maximal de K et t un Clement de 
K -L. 11 existe [l] un endomorphisme unique de L, nous le noterons SL, tel 
que 
t.aSL-atEL 
quel que soit a EL . SL ne depend pas de t E K - L. Puisque L est commu- 
tatif et que tout Clement de K peut s’ecrire tu + v, avec u et v dans L, on a 
aussi: 
x.aSL - axEL, 
quels que soient x E K et a EL. 
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L Ctant maximal, contient Z. 11 existe done (Skolem-Noether) un automor- 
phisme interne S de K dont la restriction a L est SL. Done: 
quel que soit x E K. 
Remarque. Si I, est l’un des automorphismes internes S de K definis 
ci-dessus, alors les quatre CnoncCs suivants sont equivalents: 
(1) SEL 
(2) SL = 1, 
(3) L est inseparable sur Z 
(4) L, # z. 
En effet, SL = 1, si et seulement si s centralise L si et seulement si (L est 
maximal) s EL. Done (1) est equivalent Q (2). L’implication (2) + (3) r&&e 
immediatement de [4] (demonstration du corollaire 2). 
Soit L inseparable sur Z. La caracteristique de K est alors 2. Soit a EL\ Z, 
done a2 E Z, done a2S = a2 (puisque Z C K,), done a2 = (aS)2, (a + aS)2 = 0 
et a = aS E Ls \ Z. Par consequent (3) * (4). Soit enfin L, # Z, puisque 
L 3 Ls 1 Z et [L: Z] = 2, l’implication (4) # (2) est triviale. 
3. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 
Soit [K: Z] > 4 et L un sous-corps de K, propre et invariant par toutes les 
S-derivation internes de K. 
1) Pour tout a EL, on a: 
aS - a = aDlss EL, 
done LS CL. 
2) iixons t E K - L, et soient a et b des elements quelconques de L. 
I1 vient: 
bt . aS - bat = b(aD,,,) EL 
bt . aS - abt = aD,,,, EL 
Soustrayons: (ab - ba)t EL 
done ab = ba et L est commutatif 
3) Supposons que S, # lL et soit a EL \ L, . 
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Pour tout t E C(L), on peut Ccrire: 
L 3 t . aS - at = t(aS - a), 
done t EL, done C(L) = L, done L est un sous-champ maximal de K. 
Fixons x E K - L. Puisque L est maximal, il contient un Clement b tel que 
0 # bx - xb. Notons s ce dernier Clement. L est commutatif, done: 
b(x .cs - cx) = (x - cs - cx)b 
pour tout c EL. 
Par consequent: 
s ’ cs = c * s 
et S, est la restriction 2 L de I, . 
Soit y un Clement quelconque de K, on a: 
(y . aS - ay) aS = aS( y * aS - ay), 
ce qui Cquivaut a: 
done 
(y . aS - aSy) aS = u( y * aS - aSy), 
done 
(y * aS - aSy) s-l E C(L) = L 
mais 
y. aS - aSy ELs, 
y * aS - aSy = (u - US) y + (y . aS - ay), 
done (a # as): 
y = (a - US)-l (y . aS - aSy) - (a - aS)-l (y * aS - ay) E Ls + L. 
K est done une extension quadratique de L, lequel est commutatif, done 
([3], p. 175, th l), [K: Z] < M, done [K: Z] = 4. Ce qui contredit l’hypo- 
these sur K. 
COROLLAIRE. Si K est un corps non commutatif, Z son centre, S un endo- 
morphisme de K et L un sous-corps propre de K, alors L est invariant par toutes 
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les S-dbrivations internes de K si et seulement si l’une des deux conditions 
suivantes est satisfaite: 
(1) LC-G 
(2) [K: Z] = 4, L est un sow-champ maximal de K et S3 SL. 
Dbmonstration. Soit L propre et invariant par toutes les S-derivations 
internes de K. Si L q K, , alors la proposition implique [K: Z] = 4 et sa 
demonstration que L est un sous-champ maximal tel que S r> SL. 
Si L C K, , alors le theoreme suivant d’1.N. Herstein ([2], theoreme 1.13 
et corollaire p. 9, voir [4] et [5]): “Si K es un corps qui n’est pas de caracte- t 
ristique 2 et de rang 4 sur son centre Z, alors tout sous-corps propre de K qui 
est un ideal de l’algebre de Lie de K est contenu dans Z” implique 
LCZ, 
ou bien [K: Z] = 4, L est un sous-champ maximal de K et S 1 SL (de plus, 
la caracteristique de K est 2, L est inseparable sur Z et SL = IL). 
La reciproque est une consequence du no 2. 
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